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Exkursinhalte in der fachmathematischen
Lehramtsausbildung: Wie man das Wesen und die
Rolle der Mathematik vermittelt

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Vorschlage ausgearbeitet, wie man in der Fachmathematik-
ausbildung fir Lehramtsstudierende (Gymnasien und Gesamtschulen) das Wesen der
Mathematik und ihre Rolle in der Welt effektiver vermitteln kann. Als Grundlage hierfir
wird zuerst reflektiert, was Mathematik als Wissenschaftsdisziplin ausmacht sowie das
Wechselspiel der Mathematik mit aulRermathematischen Problemen diskutiert. Im An-
schluss daran wird die Notwendigkeit, das Wesen und die Rolle der Mathematik in der
Lehramtsausbildung zu vermitteln, an aktuellen Schullehrpldnen sowie durch Ergeb-
nisse aktueller didaktischer Forschung begriindet. Als geeignetes Mittel zur Vermitt-
lung dieser Lernziele wird vorgeschlagen, die fachlichen Inhalte der Vorlesungen durch
gezielte Exkursinhalte zu ergdnzen. Schlielich wird eine konkrete Umsetzung dieser
Exkursinhalte im Rahmen einer Vorlesung (iber Elementargeometrie prasentiert.
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1 Einleitung

Schon seit der humboldtschen Bildungsreform in Preuf3en Anfang des 19. Jahrhunderts, ist
die Ausbildung der Gymnasiallehrer*innen an den Universitaten verortet (Blomeke, 2009).
Somit ist seither die wissenschaftliche Fachausbildung ein wesentliches Kernelement im
Curriculum angehender Gymnasiallehrer*innen. Auch heute noch befinden sich in den all-
gemeinen Bestimmungen der Bachelor- und Master-Studiengange fiir angehende Gymna-
siallehrer*innen unter anderem die folgenden zu erwerbenden Kompetenzen:

»[--- ] Die Absolventinnen und Absolventen

* haben ein solides und strukturiertes Fachwissen (Verfligungswissen) zu den grund-
legenden Gebieten ihrer Facher erworben; sie kénnen darauf zuriickgreifen und
dieses Fachwissen ausbauen;

* haben Einblicke gewonnen in die grundlegenden Erkenntnis- und Arbeitsmetho-
denihrer Facher und kénnen sie in zentralen Bereichen anwenden.

* sind in der Lage, diese Methoden in zentralen Bereichen ihrer Facher anzuwen-
den.“

(UPB, 20163, S. 7)

Diese zentrale Rolle der fachwissenschaftlichen' Ausbildung ist auch unter dem Ge-
sichtspunkt moderner didaktischer Forschung gerechtfertigt, da grundlegende Arbeiten
ihre Bedeutung fir die spatere erfolgreiche Unterrichtstatigkeit betonen.> Speziell im Fach
Mathematik steht die fachwissenschaftliche Ausbildung im Lehramtsstudium doch seit je-
her in einem Spannungsfeld, das in den deutlichen Unterschieden zwischen Schul- und
Hochschulmathematik begriindet liegt, welches schon Anfang des 20. Jahrhunderts von
Felix Klein unter dem Schlagwort der ,,doppelten Diskontinuitat diskutiert wurde (Klein,
1908).

Ziel dieser Arbeit ist es, die Besonderheiten der fachwissenschaftlichen Mathematik-
lehramts-Ausbildung zu reflektieren. Aus dieser Reflexion sollen Schlussfolgerungen fir
die Ausbildung von Lehramtsstudierenden samt lehrpraktischen Umsetzungen generiert

' Unter der fachwissenschaftlichen Ausbildung verstehen wir diejenigen Lehrveranstaltungen, in
denen primar die wissenschaftlichen Inhalte der Disziplin vermittelt werden und die im
Gegensatz zu den fachdidaktischen und pddagogischen Veranstaltungen keinen primaren
Fokus auf die spatere Lehrertdtigkeit haben.

> ,Es scheint, dass Ausbildungsprogramme, die Kompromisse in der fachwissenschaftlichen
Ausbildung eingehen, negative Rickwirkungen auf die Entwicklung des fachdidaktischen
Wissens und in der Konsequenz auf die erfolgreiche Unterrichtstatigkeit haben. Unterschiede
im Fachwissen, die wahrend der Ausbildung auftraten, bleiben tiber die gesamte Berufskarriere
bestehen.* (Baumert & Kunter, 2011, S. 185)
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werden. Sie entstand im Rahmen des Vertiefungsmoduls im Zertifikatsprogramm der Stab-
stelle Bildungsinnovationen und Hochschuldidaktik der Universitat Paderborn und soll ge-
maR der Idee ,,Scholarship of Teaching and Learning‘ eine forschende Reflexion der eige-
nen Lehre darstellen. Dabei ist zu berticksichtigen, dass das Themengebiet, mit dem sich
diese Arbeit beschaftigt so umfangreich und komplex ist, dass nur ein kleiner Ausschnitt
besprochen werden kann. Wir erheben weder den Anspruch auf Vollstandigkeit, noch da-
rauf, einen belastbaren empirischen Beitrag zu aktueller mathematikdidaktischer For-
schung zu liefern. Vielmehr wollen wir exemplarisch aufzeigen, wie substanzielle didakti-
sche Uberlegungen unter Beriicksichtigung fachmathematischer, mathematikdidaktischer
und mathematikhistorischer Argumente die universitare Mathematiklehrerausbildung ver-
bessern kénnen. Die folgenden Ausfiihrungen sind als eine Mdglichkeit unter vielen zu se-
hen.

Um die Griinde fiir die Besonderheiten des Fachs Mathematik verorten zu kénnen, dis-
kutieren wir in Abschnitt 2 zuerst die Frage, was Mathematik als Fachwissenschaft aus-
macht. Insbesondere folgern wir aus der beschriebenen Struktur der Wissenschaftsdiszip-
lin Mathematik, dass es ganz unterschiedliche, teils kontrare Motivationen gibt, sich mit ihr
zu beschaftigen. Wir vermuten, dass diese unterschiedlichen méglichen Motivationslagen
ein Hauptgrund fiir die Spannungsfelder in der fachmathematischen Ausbildung sind. In
Abschnitt 3 diskutieren wir die Konsequenzen, die sich aus den Erkenntnissen des voran-
gegangenen Abschnitts fiir eine Verbesserung der fachmathematischen Ausbildung von
Lehramtsstudierenden ergeben. Insbesondere betonen wir die Notwendigkeit, die fachli-
chen Inhalte der Vorlesungen durch gezielte Exkursinhalte zu erganzen.?

Schlussendlich beschreiben wir in Abschnitt 4, wie diese Ansatze in Rahmen der Vorle-
sung Grundlagen der Geometrie im Sommersemester 2016 umgesetzt wurden.

2 Was ist Mathematik?

Eine mogliche Antwort auf diese sehr allgemeine Frage* liefert eine Publikation aus dem
Jahr1960. Dort heift es:

“[... ] mathematics is the science of skilful operations with concepts and rules invented just
for this purpose.” (Wigner, 1960, S. 2)

3 Es sei an dieser Stelle betont, dass wir keinerlei Originalitat fir die Idee beanspruchen, die
Anwendung von Mathematik durch Exkurse in fachmathematischen Veranstaltungen zu
verdeutlichen. Diese Idee findet man in zahlreichen Lehrbiichern und Vorlesungsskripten der
letzten Jahrzehnte. Ziel dieses Artikels war es vielmehr, diese Idee systematisch mit aktuellen
didaktischen Theorien fiir die Lehramtsausbildung zu verkniipfen, sowie eine praktische
Umsetzung gemdl’ des Constructive Alignments zu beschreiben.

4 Wir erheben in diesem Abschnitt keinen Anspruch darauf, einen globalen Uberblick tiber die Frage
»Was ist Mathematik? zu geben, sondern schranken uns bewusst und exemplarisch auf die im
Folgenden dargestellte Sichtweise Wigners ein. Dabei ist uns die Existenz anderer Ansdtze
(Hardy, Freudenthal, ... ) durchaus bewusst.
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Trotz des leicht ironischen Untertons bringt Eugene P. Wigner, einer der bedeutends-
ten Physiker des 20. Jahrhunderts, darin auf den Punkt, was heutzutage allgemein als mo-
derne Mathematik angesehen wird>: Mathematik ist das logische Studium selbstgeschaf-
fener Strukturen. Wigner prazisiert nach obigen Zitat auch noch weiter ,,the principal em-
phasis is on the invention of concepts* (Wigner, 1960, S. 2, Hervorhebung MH & TW). Er
betont also, dass die in der Mathematik untersuchten Strukturen erst einmal keines prak-
tischen Nutzens bediirfen, sondern rein erfundene Konzepte sind. Wigner stellt damit je-
doch nicht die Daseinsberechtigung der Mathematik in Frage, sondern attestiert den Ma-
thematikern Genialitat und Sinn fiir formale Schonheit. Tatsachlich konstatiert er, dass die
primdre Existenzberechtigung fiir die Definition neuer mathematischer Strukturen mit der
Frage verkniipft ist, ob man mit ihnen méglichst dsthetische logische Schlussfolgerungen
ziehen kann.®

Warum sind Wigners Ausfiihrungen tiber die Mathematik fiir die Analyse der Mathema-
tiklehrer-Ausbildung von Interesse? Zuerst einmal ist es nun keine Uberraschung mehr,
wenn die Beschaftigung mit Hochschulmathematik als wirklichkeitsfern oder gar sinnlos
flr praktische Belange des Lebens angesehen wird. Wenn Mathematik die Betrachtung
selbstgeschaffener Strukturen ist, deren primarer Zweck darin besteht, einer vornehmlich
von Mathematikern empfundenen Asthetik zu geniigen, dann ist es andererseits (iberra-
schend, welchen Stellenwert der Mathematik in unserer Gesellschaft eingerdumt wird: Im-
merhin ist Mathematik neben Deutsch das einzige Schulfach, das von der ersten Klasse bis
zum Abitur durchgangig als Hauptfach unterrichtet wird. Einen méglichen Ansatz zur Er-
klarung liefert bereits der Titel von Wigners oben zitierten Arbeit: The Unreasonable Effec-
tiveness of Mathematics in the Natural Sciences. Der (gesellschaftliche) Nutzen von Mathe-
matik zeigt sich vor allem im Kontext anderer Wissenschaften.” Warum bezeichnet Wigner
diesen Nutzen als ,,nicht nachvollziehbar“®? Wigner akzeptiert zwar, dass grundlegende
Konzepte der Mathematik (wie natiirliche Zahlen oder die Objekte der elementaren Geo-
metrie) durch die reale Welt motiviert sind. Als Triebfeder fir die fortgeschritteneren Kon-
zepte der Mathematik sieht er jedoch das Streben nach formaler Asthetik und nicht das
Ziel, reale Probleme zu modellieren:

»Most more advanced mathematical concepts, such as complex numbers, algebras, linear
operators, Borel sets — and this list could be continued almost indefinitely — were so devised

> Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass paradoxerweise keine allseits anerkannte Definition von
Mathematik existiert. Der folgenden Aussage sollten heutzutage jedoch ein GroRteil der
Mathematiker zustimmen kénnen.

©“The concepts ... ] are defined with a view of permitting ingenious logical operations which appeal
to our aesthetic sense both as operations and also in their results of great generality and
simplicity.” (Wigner, 1960, S. 3)

7 Wigner beschéftigt sich in seinem Artikel vor allem um die Rolle der Mathematik in der Physik. Die
bedeutende Rolle mathematischer Methoden beispielsweise in Wirtschafts- oder
Ingenieurswissenschaften ist jedoch ebenso offensichtlich.

8 Was in diesem Fall vielleicht die treffendste Ubersetzung von unreasonable darstellt.
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that they are apt subjects on which the mathematician can demonstrate his ingenuity and
sense of formal beauty.” (Wigner, 1960, S. 3)

Wigner flihrt dann weiter aus, dass liberraschenderweise fiir die prazise Beschreibung
der modernen physikalischen Naturgesetze gerade solche fortgeschrittenen mathemati-
schen Strukturen notwendig sind, die von Mathematikern oft Jahrzehnte vorher aus rein
intrinsischer Motivation entwickelt wurden. Und genau in dieser Diskrepanz zwischen der
urspringlichen Motivation zur Entwicklung der mathematischen Konzepte und ihrem Nut-
zen in ganz anderen Kontexten sieht er ein Mysterium, das er ins Zentrum seines oben zi-
tierten Artikels stellt.

Es sei an dieser Stelle dahingestellt, ob das Streben nach formaler Asthetik tatséchlich
die dominante Triebkraft hinter der Entwicklung neuer mathematischer Konzepte ist, oder
ob Wigners Ausfiihrungen an dieser Stelle etwas tiberspitzt sind. In der Tat haben viele der
modernen mathematischen Strukturen ihren Ursprung in konkreteren innermathemati-
schen Problemstellungen.® Nichtsdestotrotz sind auch viele der so entstandenen Begriffs-
gebilde von einer ihnen eigenen Asthetik gepragt und unbestreitbar ist, dass immer wieder
mathematische Konzepte, die urspriinglich aus rein innermathematischen Fragestellun-
gen entstanden sind, in ganz lberraschenden Kontexten eine konkrete Anwendungen in
der Realitdt finden und somit Einzug in unseren Lebensalltag erhalten.

Wigner belegt seine Thesen sehr eindrucksvoll am Beispiel der Quantenphysik. Wir er-
mutigen den interessierten Leser zur Lektiire seiner dul3erst lesenswerten Ausfiihrungen
(Wigner, 1960, S. 6 f.), wahlen an dieser Stelle jedoch ein einfacheres Beispiel zur Illustra-
tion der Wirkweise von Mathematik: die Nattirlichen Zahlen.

Archdologische Funde legen nahe, dass bereits der prahistorische Mensch vor mehr als
20.000 Jahren mit Hilfe von Kerben in Knochen gezahlt hat. (Ifrah, 1991, S. 110 f.) Diese
Erkenntnis, dass die Kerben und die Anzahl zu zahlender Dinge Reprasentanten ein und
derselben komplett abstrakten GréRe sind, ist in der Tat eine beachtliche intellektuelle Leis-
tung und kann als Geburtsstunde der natirlichen Zahlen gesehen werden.

Ist die intellektuelle Leistung vollbracht, eine gewisse Anzahl von Objekten durch eine
Zahl zu reprdsentieren, so ist es sehr naheliegend, mathematische Operationen mit diesen
Zahlen durchzufiihren, die direkt durch reale Operationen mit den Objekten, z. B. Nutztie-
ren, motiviert sind: Das Zusammenlegen zweier Herden entspricht der Addition, das gleich-
maRige Aufteilen einer grolen Herde auf zwei Hirten entspricht der Division usw. Es ist
offensichtlich, dass mathematische Fortschritte in einem solchen Kontext einen direkten
praktischen Nutzen haben: Wenn man mathematische Algorithmen entwickelt, die es er-
lauben, Rechenoperationen effizient auszufiihren, so ermdéglicht das die effiziente Verwal-
tung einer grolRen Menge an Giitern.

9 Beispielsweise entstammt die Gruppentheorie aus dem Wunsch, Nullstellenmengen von
Polynomen in der Galois-Theorie zu beschreiben.
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Auch sehr grundlegende mathematische Errungenschaften, wie die Einflihrung des De-
zimalsystems und die damit verbundene Méglichkeit der noch heute genutzten schriftli-
chen Addition, waren von direktem praktischem Nutzen. Es ist also unbestreitbar, dass ein
Teil des mathematischen Fortschrittes direkt von realen Problemstellungen motiviert
war.”® Ebenso offensichtlich ist jedoch, dass es parallel ganz grundlegende mathematische
Fortschritte gab, die sich aus rein intrinsischer mathematischer Motivation ergaben. Ein
treffendes Beispiel sind die Primzahlen: Schon die antiken griechischen Forscher interes-
sierten sich fiir diese, vom mathematischen Standpunkt besonders interessanten Zahlen,
die nur durch eins und sich selbst teilbar sind. Euklids Beweis fiir die Existenz unendlich
vieler Primzahlen oder das Sieb des Eratosthenes sind Resultate aus der damaligen Zeit, die
noch heute geldufig sind. Das Verstandnis der Primzahlen stellt jedoch auch in der moder-
nen Mathematik eines der wichtigsten Forschungsgebiete dar. So haben bedeutende Ma-
thematiker, wie Fermat, Leibniz, Euler, GauR, Riemann, Ramanujan (und diese Liste ist nicht
ansatzweise vollstandig), ganz grundlegende Resultate zur Verteilung der Primzahlen be-
wiesen oder Algorithmen entwickelt, méglichst groRe Zahlen auf ihre Primzahleigenschaft
zu testen. Die Motivation fiir diese eingehende Beschaftigung mit den Primzahlen muss in
der Tat eine rein mathematisch intrinsische Natur gewesen sein, die vor allem von der ma-
thematischen Asthetik dieses Gebietes getrieben war. Uber mehr als zwei Jahrtausende
hinweg gab es keinerlei praktischen Nutzen der Primzahlen. Fiir manche Mathematiker*in-
nen war diese Abwesenheit von praktischem Nutzen in der Zahlentheorie jedoch keines-
falls ein Makel, sondern eine besondere Quelle der Motivation sich mit dieser Thematik zu
befassen™.

Die Bedeutung der Primzahlen fiir praktische Probleme dnderte sich jedoch grundle-
gend Ende des 20. Jahrhunderts mit der Entwicklung asymmetrischer Kryptographiever-
fahren wie dem RSA-Kyptosystem, das auf der leicht nachvollziehbaren Tatsache beruht,
dass es um GroéRenordnungen einfacher ist, zwei Primzahlen zu multiplizieren als eine
grofRe Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen. Mit dieser Entdeckung hielten auf einmal Er-
kenntnisse iber die Struktur der Primzahlen, die Mathematiker*innen tiber Jahrhunderte
aus rein mathematisch asthetischen Griinden entwickelt haben, Einzug in den praktischen
Lebensalltag. lhre Anwendungen, wie Online Banking und sichere Kommunikation, sind
aus unserem Alltag nicht mehr wegzudenken.

'° In der Tat finden sich eine Menge an solchen Beispielen in ganz verschiedenen Teildisziplinen der
Mathematik. Wir mochten hier nur exemplarisch an die Mitbegriindung der
Differentialrechnung  durch  Newton im  Zusammenhang seiner mechanischen
Bewegungsgleichungen, an die Begriindung der Fourieranalysis von Joseph Fourier im Kontext
der Wdrmeausbreitung in Festkdrpern oder an die Entwicklung des Kriimmungsbegriffs oder
die Fehlerrechnung durch GaufR im Rahmen seiner Tdtigkeit als Hannoveraner Landvermesser
erinnern.

"Vgl. z. B. (Beiler, 1964, S. 2):,,E.E. Kummer is said to have remarked on one occasion that of all his
discoveries he appreciated his ideal numbers most because they had not soiled themselves as
yet with any practical applications.“.
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Wir mdchten abschlieRend in diesem Kapitel die Erkenntnisse (iber das Wesen der Ma-
thematik zusammenfassen:

Reine Mathematik ist das logische Studium selbstgeschaffener Strukturen. Als sol-
che benétigt sie zur Legitimation weder praktischen Nutzen noch Anwendungen.
Viele der grundlegenden mathematischen Strukturen sind jedoch aus der Abstrak-
tion von Problemen unseres alltaglichen Lebens entstanden, wie zum Beispiel die
natirlichen Zahlen oder metrische Rdume, auf die wir in Abschnitt 4 weiter einge-
hen werden.

Als Antrieb fiir mathematische Entwicklungen lassen sich im Wesentlichen zwei

Punkte nennen:

1. das Wechselspiel mit direkten praktischen Problemstellungen, wie zum Bei-
spiel die oben erwdhnte Infinitesimalrechnung oder die Fourieranalysis.

2. das Streben nach dsthetischen logischen Erkenntnissen. Hierfir bildet der Abs-
traktionsprozess die Grundlage, die es erlaubt, mathematische Strukturen los-
geldst von den urspriinglichen Anwendungen zu studieren. Oft ergeben sich
somit Fragestellungen, die rein innermathematisch aufgrund der logischen
Strukturen an sich interessant sind. Als Beispiel hierfiir kann die iber zwei Jahr-
tausende verfolgte Frage nach der Verteilung der Primzahlen dienen.

Es lassen sich zwei grundsatzlich verschiedene Wege identifizieren, auf denen ma-

thematische Erkenntnisse Anwendungen in aufRermathematischen Problemstel-

lungen finden:

1 Bei den mathematischen Fortschritten, die im Wechselspiel mit praktischen
Problemstellungen entwickelt wurden, ist eine auermathematische Anwen-
dung direkt gegeben.

2 Haufig erweisen sich jedoch auch solche mathematischen Erkenntnisse von
groRem auflermathematischem Nutzen, deren Entwicklung urspriinglich rein
durch das innermathematische Streben nach logischer Asthetik motiviert war.
Dies geschieht in der Regel zu einem viel spdteren Zeitpunkt als die mathema-
tische Arbeit und in einem Kontext, der bei der Entwicklung der Resultate un-
vorhersehbar war. Ein Beispiel hierfiir liefert die Kenntnis grolRer Primzahlen,
die in der RSA-Verschliisselung ihre Anwendung fand. Dieses liberraschende
Auftreten tiefgreifender mathematischer Konzepte ist dabei keine Ausnahme,
sondern von faszinierender RegelmaRigkeit, wie es auch Wigner (1960) in sei-
ner Arbeit The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in Natural Sciences
ausfihrt.

Auch wenn es falsch wdre, die gesellschaftliche Bedeutung der Mathematik rein

auf ihre Anwendungen zu reduzieren®, so ist unbestreitbar, dass sie durch ihre Ef-

fektivitat in anderen Wissenschaftsdisziplinen eine zusatzliche Relevanz erhalt.

2 Man rufe sich zum Beispiel ins Geddchtnis, dass Euklids Elemente tber 2000 Jahre hinweg das
meistverbreiteteste Buch nach der Bibel war. Der Grund hierfiir lag aber nicht darin, dass die
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3 Exkursinhalte in der Fachmathematikausbildung

Wir wollen nun die Erkenntnisse des vorangegangenen Kapitels aufgreifen und kurz ihre
Konsequenzen fiir die Fachmathematik-Ausbildung von Lehramtsstudierenden diskutie-
ren:

Wie im vorherigen Kapitel erldutert, ist Mathematik im Kern das logische Studium
selbstgeschaffener Strukturen. Das primdre Lernziel von Fachmathematik-Veranstaltun-
genist es daher, Wissen Uber solche Strukturen sowie die Fahigkeit der logisch stringenten
Argumentation mit ihnen zu vermitteln. Haufig besuchen Lehramtsstudierende dafiir die-
selben Vorlesungen wie die Studierenden der Mathematik.

Wir haben auch gesehen, dass das Streben nach einem tiefen Verstandnis der selbstge-
schaffenen abstrakten Strukturen aus rein dsthetischen Griinden eine der Haupttriebfe-
dern der Mathematik ist. Folglich wird in Hochschulvorlesungen der reinen Mathematik
haufig bei den Studierenden vorausgesetzt, dass sie diese Motivation teilen. Beispiele der
Anwendung der Mathematik auf auflermathematische Themen lernen Studierende der
Mathematik in der Regel erst im spateren Verlauf des Studiums in Vorlesungen der ange-
wandten Mathematik sowie in den Nebenfachvorlesungen kennen.

Fur Lehramtsstudierende stellt die Teilnahme an Vorlesungen der reinen Mathematik
daher in doppelter Hinsicht eine Schwierigkeit dar: Zum einen kann man vermuten, dass
bei ihnen die Motivation, Mathematik im Schulkontext zu unterrichten, héher ist als Ma-
thematik zum Selbstzweck zu studieren. Zum anderen ist im Lehramtsstudium aufgrund
des gestiegenen Anteils an didaktischen und pddagogischen Veranstaltungen nur eine
Uberschaubare Anzahl an reinen Mathematikvorlesungen vorgesehen. Lehramtsstudie-
rende kommen daher haufig in ihrem Studium gar nicht dazu, Veranstaltungen zu belegen,
die auBermathematische Anwendungen thematisieren.

Es missen also geeignete MalRnahmen ergriffen werden, damit das Fachmathematik-
Studium gewinnbringend in das Lehramtsstudium integriert werden kann. Hierfir gibt es
verschiedene Ansdtze, von denen wir exemplarisch die Schnittstellenaktivitaiten nach
Bauer und Partheil (2009) und Bauer (2013) erwahnen wollen, der darauf abzielt, die In-
halte der Hochschulmathematik mit Inhalten der Schulmathematik gezielt in Verbindung
zu setzen. Hierdurch sollen die Erkenntnisse des Fachmathematik-Studiums im zukiinftigen
Lehralltag besser nutzbar werden.

Die in unserer Arbeit beschriebenen Lehrinnovationen zielen ebenfalls darauf ab, das
Fachmathematik-Studium fiir die Lehrertdtigkeit zu funktionalisieren. Allerdings soll nicht
an Schulinhalte angekniipft werden, sondern durch gezielte MaRnahmen das Wesen der
Mathematik und ihre Rolle in der Welt verdeutlicht werden.

darin behandelte Mathematik besonders alltagsrelevant war, sondern dass sie als besonders
schon galt und zur Schulung logischer Argumentation verwendet wurde.
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Bevor wir die Umsetzung dieser MaRnahmen ndher besprechen, soll zuerst erdrtert
werden, aus welchen Griinden diese Inhalte fiir die Ausbildung angehender Mathematik-
lehrer von Bedeutung sind:

Im Sekundarstufen-I-Kernlehrplan fiir Gymnasien und Gesamtschulen (NRW) finden wir
folgende Beschreibung einer von den Schiilerinnen und Schiilern (SuS) zu erwerbender
mathematischer Grundbildung:

,,Mathematische Grundbildung umfasst die Fahigkeit, die Rolle zu erkennen, die Mathema-
tik in der Welt spielt, mathematisches Wissen funktional, flexibel und mit Einsicht zur Bear-
beitung vielfaltiger kontextbezogener Probleme einzusetzen und begriindete mathemati-
sche Urteile abzugeben. Sie beinhaltet insbesondere die Kompetenz des problemlésenden
Arbeitens in inner- und auRermathematischen Kontexten. [... ]“ (MSW NRW, 2007, S. 11)

Dies ist konsistent mit den Ausfiihrungen von Winter (1995) zum Thema Mathematik
und Allgemeinbildung. Es ist also auf jeden Fall erforderlich, dass eine angehende Mathe-
matiklehrkraft substanzielle Vorstellungen zur Rolle der Mathematik in der Welt besitzt.
Nur dann kénnen SuS mathematische Grundbildung im obigen Sinne erwerben. Dies ist
ebenfalls konsistent mit aktuellen Modellen zur Entwicklung professioneller Kompetenz
von Lehrkraften: Kunter, Kleickmann, Klusmann und Richter (2011, S. 59 f.) beispielsweise
beschreiben im Rahmen des COACTIV-Projektes die Nutzung von Lerngelegenheiten im
Studium als Determinante fiir das spdtere Lernen der SusS.

Basierend auf den Ausfiihrungen in Abschnitt 2 war uns vor allem wichtig, in den Vor-
lesungen zu vermitteln, auf welche Weise und durch welche Motivation mathematische
Entwicklungen vorangetrieben werden sowie, auf welchen Wegen mathematische Er-
kenntnisse zu ihren auBermathematischen Anwendungen fiihren. Dadurch soll auf keinen
Fall das primdre Lernziel, die Fahigkeit mit den mathematischen Strukturen zu arbeiten,
aus dem Auge verloren werden. Allerdings wird aus unseren Reflexionen in Kapitel 2 Klar,
dass das blof3e Unterrichten der Strukturen kein vollstandiges Bild vom Wesen der Mathe-
matik vermitteln kann. Im besten Fall kénnen die Studierenden die Asthetik der logischen
Aussagen und Argumente nachvollziehen und diese als Motivation zum Studium dieser
Strukturen erkennen. Im schlimmsten Fall, falls diese Asthetik nicht nachempfunden wer-
den kann, entsteht der Eindruck von Mathematik als einem abstrakten realitatsfernen Ge-
bilde. Um ein vollstandigeres Bild der Motivationen zur Entwicklung mathematischer Struk-
turen als auch deren Nutzen zu vermitteln, ist nach den Uberlegungen in Abschnitt 2 klar,
dass die fachlich behandelten Strukturen in einen historischen Kontext gesetzt oder mit
andersartigen Problemstellungen verkniipft werden missen. Es ist in der Regel so, dass
hierfiir geeignete Problemstellungen weder Teil des fachlichen Inhalts der Vorlesung sind,
nochim Schulstoff gefunden werden kénnen. Wir haben uns daher entschieden, den Inhalt

3 Selbstverstandlich ist dies keine allumfassende Sichtweise tiber die Rolle der Mathematik in der
Welt, jedoch geben die gewahlten Beispiele einen Eindruck wichtiger Teilaspekte.
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der Vorlesung durch geeignete Exkursinhalte anzureichern, die dafiir geeignet sind, ein voll-
standigeres Bild vom Wesen und der Rolle der Mathematik zu vermitteln. Im Kapitel 4 wer-
den wir konkrete Beispiele fiir solche Exkursinhalte vorstellen.

Im verbleibenden Teil dieses Kapitels wollen wir sie jedoch zuerst mit der universitaren
Lehramtsausbildung theoretisch verkniipfen. Dazu bietet es sich an, zundchst eine Einbet-
tung in die im Lehramtsstudium zu erreichenden Kompetenzen vorzunehmen. Wir werden
uns dabei auf die aktuellen Priifungsordnungen fiir die Studiengdnge Bachelor und Master
of Education fiir den Studiengang Lehramt an Gymnasien und Gesamtschulen mit dem Unter-
richtsfach Mathematik beziehen. Folgende der dort aufgefiihrten Kompetenzen kénnen
durch die Auseinandersetzung mit den oben genannten Sichtweisen geférdert werden:

* ,,[Die Studierenden] verfiigen tber einen Zugang zu grundlegenden Fragestellungen der
Mathematik [... ] (UPB, 2016b, S. 3)

* ,,[Die Studierenden] sind mit Erkenntnis- und Arbeitsmethoden der Mathematik vertraut
und in der Lage, diese Methoden in zentralen Bereichen inner- und auBerhalb der Mathe-
matik anzuwenden* (UPB, 2016b, S. 3)

e ,[Die Studierenden] verfiigen aufgrund ihres Uberblickswissens (Orientierungswissen)
Uber den Zugang zu grundlegenden Fragestellungen der Mathematik (UPB, 2016¢, S. 3)

» ,,[Die Studierenden] setzen reflektiertes Wissen tiber die Mathematik (Metawissen) ein, um
neue fachliche und facherverbindende Entwicklungen selbststdndig in den Unterricht und
in die Schulentwicklung einzubringen* (UPB, 2016c, S. 3)

Fir eine theoretische Einbettung dieser Ausziige in den Bereich der Lehrerprofessiona-
litdtsforschung nutzen wir die auf Shulmans knowledge base fiir Lehrkréfte (Shulman, 1987,
S. 7) aufbauende empirisch fundierte Konzeption der Practise-Based Theory of Mathemati-
cal Knowledge for Teaching (vgl. bspw. Ball, Thames & Phelps, 2008; Ball & Bass, 2009) so
Iasst sich das Wissen eines Lehramtsstudierenden, der sich mit den obigen Sichtweisen aus-
einandersetzt, in den Bereich des Horizon Content Knowledge einordnen™. Dieses stellt ei-
nen Teilbereich des sogenannten Mathematical Knowledge for Teaching dar, der Uberblick-
wissen Uber Mathematik als Wissenschaft (bspw. iber fundamentale Zusammenhénge)
beschreibt (Ball & Bass, 2009).

Auf die sich anschlief(ende Frage, wie dieser Teil mathematischen Professionswissens
in der universitaren Lehrerausbildung berticksichtigt werden kann, werden wir im nachsten
Abschnitt einen Antwortvorschlag machen. Im Rahmen einer Bachelor-Lehramt Mathema-
tik-Vorlesung tber Grundlagen der Geometrie wurden entsprechende Innovationen einge-
fiihrt und werden im Folgenden vorgestellt.

'4,,We define horizon knowledge as an awareness —more as an experienced and appreciative tourist
than as a tour guide - of the large mathematical landscape in which the present experience and
instruction is situated. (Ball & Bass, 2009, S. 6)
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1 Exkursinhalte

4 Umsetzung der Exkursinhalte im Rahmen der Vorlesung
»Grundlagen der Geometrie‘

Bei der Umsetzung der Exkursinhalte haben wir uns von den folgenden Prinzipien leiten
lassen:

* Exkursinhalte sollen sparsam dosiert eingesetzt werden. Auch wenn sie zum Ziel
haben, wichtige Kompetenzen fir die angehenden Lehrer*innen zu vermitteln, so
sollen diese in méglichst geringem Umfang zu Lasten der mathematischen Inhalte
oder ihrer Verknlpfung mit schulrelevanten Themen im Sinne des Schnittstellen-
gedankens gehen.

* Die Exkursinhalte sollen stark mit dem fachlichen Stoff der Vorlesung verwoben
sein.

* ImSinne des Constructive Alignment sollen die Inhalte der Exkursinhalte mdglichst
auch in die Leistungskontrolle einbeziehbar sein.

Wir wollen nun anhand zweier Beispiele die Umsetzung der Exkursinhalte im Rahmen der
Vorlesung ,,Grundlagen der Geometrie illustrieren. Bei dieser Vorlesung handelt es sich
um ein Angebot speziell fiir Lehramtsstudierende fiir Gymnasium und Gesamtschule im
zweiten Semester. Inhaltlich liegt der Fokus sowohl auf der Einflihrung verschiedener
grundlegender geometrischer Strukturen (metrische Rdume, normierte und Euklidsche
Vektorrdume) als auf dem Studium der axiomatischen Geometrie. Organisatorisch fanden
wir fiir die Umsetzung der Exkurse folgende Rahmenbedingungen vor: Die Veranstaltung
bestand aus drei Semesterwochenstunden (SWS) Vorlesung, wahrend der in der Regel die
fachlichen Inhalte in einem Tafelvortrag vermittelt werden. Begleitend zur Vorlesung war
ein Ubungsbetrieb mit zwei SWS vorgesehen. Hierfiir mussten die Studierenden in Heim-
arbeit Ubungsaufgaben bearbeiten, die von den Tutor*innen korrigiert wurden und deren
Lésung dann gemeinsam in den Ubungsgruppen (a ca. 20 Teilnehmer) diskutiert wurde.

Wir mochten an zwei Beispielen erlautern, wie die Exkursinhalte im Rahmen dieser Vor-
lesung konkret umgesetzt wurden:

In unserem ersten Beispiel kniipft der Exkursinhalt fachlich an die axiomatische Geo-
metrie an, die im zweiten Teil der Vorlesung behandelt wurde. Der Hauptstoff der Vorle-
sung Uber axiomatische Geometrie war schon so gegliedert, dass stringent zwischen Aus-
sagen unterschieden wurde, die auch ohne das Parallelenaxiom® giiltig sind und solchen,
fir die das Parallelenaxiom notwendig ist. Auf diese Weise lernten die Studierenden auf
fachlicher Ebene, dass sich viele geometrische Sachverhalte auch ohne das Parallelenaxiom
beweisen lassen. AuRerdem wurde die hyperbolische Ebene als Beispiel fiir eine Geomet-
rie, in der das Parallelenaxiom nicht gilt, besprochen. Die Studierenden lernten also schon

'> Das Parallelenaxiom besagt, dass zu einer gegebenen Gerade und einem beliebigen Punkt, der
nicht auf der Geraden liegt, genau eine Gerade durch den Punkt parallel zur anderen Gerade
existiert.
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direkt die Losung des Parallelenproblems kennen, namlich die Erkenntnis, dass es auch ma-
thematisch sinnvolle Geometrien gibt, in denen das Parallelenaxiom nicht gilt.

Der zugehdrige Exkurs hatte zum Ziel, diese Erkenntnis historisch einzubetten, zu er-
klaren, aus welcher Motivation sich bedeutende Mathematiker mit diesem (iber 2000 Jahre
ungeldsten Problem beschaftigten und welche Auswirkungen die Lésung des Problems fiir
die Geometrie mit sich brachte. Dies wurde in der Vorlesung in einem 45-minitigen Vortrag
diskutiert. Hierbei wurde vor allem aufgezeigt, dass das Parallelenproblem zwar keinerlei
praktische Relevanz hatte, sondern, dass es nur darum ging, einen dsthetischen Makel im
Aufbau der axiomatischen Geometrie zu beheben. Trotzdem oder gerade deswegen zog
es viele bedeutende Mathematiker in seinen Bann, unter anderem Gauls, der zwar eine L6-
sung fand, der aber zu seinen Lebzeiten nie wagte, sich zu dieser Lésung zu bekennen.
Durch Zitate aus Gaul}‘ posthum verd&ffentlichten Briefen wurde deutlich, warum er Skrupel
hatte, mit seinen Erkenntnissen an die Offentlichkeit zu treten: Fir GauR und seine Zeitge-
nossen war Geometrie noch das rigorose Studium des realen Raumes und nicht das Stu-
dium selbstgeschaffener abstrakter Strukturen. Somit war fiir Gaul} eine Geometrie ohne
Parallelenaxiom nur méglich, wenn es auch in der realen Welt keine eindeutige Parallele
gibt, sprich wenn der physikalische uns umgebende Raum gekriimmt ware®. Mit dieser
Aussage befiirchtete er wohl jedoch bei seinen Zeitgenossen auf Ablehnung und Unver-
standnis zu treffen.

Ein solcher historischer Ausblick ist also bestens geeignet, das Streben nach logischer
Asthetik als Triebfeder mathematischer Entwicklung zu verdeutlichen. Auch wenn es bis-
her schwer fillt, einen direkten auRermathematischen Nutzen Nichteuklidischer Geomet-
rie zu benennen, so kann man anhand von historischen Zitaten doch belegen, dass die L6-
sung des Parallelenproblems einherging mit einem Wandel des Selbstverstandnisses der
Geometrie. War Geometrie bis dahin noch die Wissenschaft des real existierenden Raumes,
so vollzog sich kurz darauf” der Wandel hin zu einem Studium zum Teil sehr abstrakter
mathematischer Strukturen. Es ware an dieser Stelle sicherlich auch méglich gewesen, den
Exkurs in den Ubungsbetrieb der Vorlesung einzubeziehen, und die Studierenden zum Bei-
spiel mit historischen Texten arbeiten zu lassen. Da dies jedoch zu Lasten wichtiger fachli-
cher Ubungsaufgaben gegangen wire, verzichteten wir darauf.

Im oben beschriebenen Exkurs wird vor allem das Streben nach logischer dsthetischer
Kohdrenz als Triebfeder fiir mathematische Entwicklungen thematisiert. In einem weiteren
Exkurs hatten wir uns als Ziel gesetzt, den Studierenden zu illustrieren, dass die Einflihrung
abstrakter mathematischer Strukturen und ihr Studium es auf lange Frist ermdglichen,

6 ,Alle meine Bemihungen, einen Widerspruch, eine Inconsequenz [sic!] in dieser Nicht-
Euklidischen Geometrie zu finden, sind fruchtlos gewesen, und das Einzige, was unserem
Verstande darin widersteht, ist, dass es, ware sie wahr [sic!], im Raum eine an sich bestimmte
(obwohl uns unbekannte) Lineargrdsse [sic!] geben misste GauR, 1824 zitiert nach (Scriba &
Schreiber, 2013, S. 423)

"7 siehe Kleins Erlanger Programm
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13 Exkursinhalte

Probleme zu |8sen, die urspriinglich nicht im Fokus lagen. Dies sollte am Beispiel der Codie-
rungstheorie geschehen: Hierbei kénnen elementare Erkenntnisse, die man durch das Stu-
dium einer geometrisch motivierten mathematischen Struktur, den metrischen Rdumen,
erhdlt, auf komplett nicht-geometrische Probleme, ndmlich der Fehlerkorrektur in der In-
formationsverarbeitung, angewandt werden.

Ankniipfungspunkt an die fachlichen Inhalte lieferte hierfiir das im Modulplan vorgese-
hene Studium metrischer Rdume. Die metrischen Rdume wurden zuerst als eine abstrakte
mathematische Struktur eingefiihrt, die sich jedoch direkt geometrisch Giber den Abstands-
begriff von Punkten in der Tafelebene motivieren ldsst. Neben den (blichen Standardbei-
spielen wurde in der Vorlesung der Hamming-Abstand eingefiihrt. Eine der Ubungsaufga-
ben bestand darin, zu verifizieren, dass der Hamming-Abstand die abstrakten Eigenschaf-
ten einer Metrik erfiillt. Hierdurch wurde neben der inhaltlichen Auseinandersetzung mit
den mathematischen Begriffen der Vorlesung der Grundstein fiir den Exkursinhalt gelegt.
Im weiteren Verlauf der Vorlesungen wurden in den metrischen Rdumen geometrische
Strukturen wie metrische Geraden, Kugeln und Kreise eingefiihrt sowie auf abstraktem Le-
vel deren Eigenschaften diskutiert. Unter anderem wurde dabei folgendes Lemma zum
Schnittverhalten von Kugeln in metrischen Rdumen bewiesen:

Lemma 1. Sei (M, d) ein metrischer Raum, mq, ..., my € M eine endliche Anzahl von
Punkten, R > 0 eine positive reelle Zahl, sodass

V1<i<j<N : d(mijmj)>2R,
dann gilt fir die abgeschlossenen Kugeln Br(m;) mit Radius R und Mittelpunkt m;, dass

V1<i<j<N : Bgr(mi)NBgr(m;)=0.
Abbildung 1: Lemma aus der Vorlesung

Dieses Lemma stellt ein sehr typisches Beispiel fiir die Hochschulmathematik in den
ersten Semestern dar: Im konkreten Beispiel der Geometrie der Tafelebene, ist die Aus-
sage, dass sich zwei Kugeln mit Radius R nicht schneiden, falls ihre Mittelpunkte weiter als
2R voneinander entfernt sind, intuitiv vollkommen klar. Durch die mathematische Abstrak-
tion wird die Aussage zum einen rigoros beweisbar, zum anderen wird ihr Glltigkeitsbe-
reich in einem unbezifferbaren Ausmal} vergréert: Sie gilt nicht mehr nur in der unserem
Vorstellungsvermégen gut zuganglichen Tafelebene, sondern in einem beliebigen metri-
schen Raum, unabhdngig davon, wie abstrakt er ist. Flr eine*n erfahrene*n Mathemati-
ker*in ist offensichtlich, dass Aussagen in solcher Allgemeinheit von groRem Nutzen sein
koénnen, von einer*m Student*in im zweiten Semester ist jedoch schwer zu verlangen, dass
er diesen Nutzen selbstandig erkennt. Um diesen Nutzen zu verdeutlichen, fligten wir am
Ende des Kapitels tiber die geometrischen Strukturen (wenige Vorlesungen nach dem Be-
weis des obigen Lemmas) einen Exkurs in die Codierungstheorie ein: Zuerst wurde in einem
45-miniitigen Folienvortrag die Problematik einer automatischen Korrektur von Ubertra-
gungsfehlern in der Informationsverarbeitung gegeben. Ausgehend vom Beispiel der Ro-
bustheit der deutschen Sprache gegeniiber zufalligen Tippfehlern wurde die Frage aufge-
worfen, wie viele Tippfehler man bei einem fest vorgegeben Wérterbuch (Code) erkennen
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bzw. korrigieren kann. Durch Verwendung des zuvor in der Vorlesung behandelten Ham-
ming-Abstands als Metrik sowie obigen Lemmas (iber die Disjunktheit der abgeschlossenen
Kugeln l&sst sich die Frage nach der Korrigierbarkeit von Ubertragungsfehlern einfach kla-
ren. Anknlipfend an die Inhalte des Vortrages regten wir die Studierenden durch die in Ab-
bildung 2 abgebildete Heimiibungsaufgabe dazu an, die Inhalte des Vortrages nachzuvoll-
ziehen, zu verstehen und auf eine leicht abgednderte Problemstellung selbststandig anzu-
wenden. Unabhingig vom Bezug zu den Exkursinhalten stellte die Ubungsaufgabe auch
eine Gelegenheit dar, die Argumentation im Rahmen der metrischen Rdume zu (iben, hatte
also auch einen direkten Nutzen fiir die fachlichen Inhalte der Vorlesung.

Auch in die Lernkontrolle der Klausur am Ende des Semesters fand dieser Exkurs Ein-
gang. In einem Aufgabenkomplex (siehe Abbildung 2) iber metrische Rdume bestand eine
Teilaufgabe darin, fiir einen gegebenen Code die Anzahl der detektierbaren Fehler beziig-
lich einer zuvor entwickelten Metrik zu bestimmen.

Ubung 25 (Detektierbarkeit von Ubertragungsfehlern — 3 Punkte)
Wie in der Vorlesung betrachten wir das Alphabet A = {0,1} und die Menge A" aller Worter der Lange

n € N zusammen mit dem Hamming-Abstand aus Ubung 1.

In der Vorlesung haben Sie unter Zuhilfenahme geometrischer Uberlegungen hergeleitet, unter welchen Be-
dingungen man r I:bortmgungsfch]cr eindeutig korrigieren kann. Gehen Sie nun davon aus, dass Sie die
Fehler nicht korrigieren wollen, sondern, dass es dem Empfianger ausreicht, zu erkennen, dass eine fehler-
hafte Nachricht angekommen ist.

Stellen Sie sich vor, Sie sollen auf A" eine Menge S C A" sinnvoller Worter definieren, damit ein Computer
mit einem elektronischen Bauteil kommunizieren kann. Sie wissen, dass die verwendeten Kommunikations-
wege fehleranfallig sind. Dieser Fehler ist aber kontrollierbar, denn es werden nie mehr als F > 0 Zeichen
falsch tibermittelt.

Wie weit milssen die Worter in § mindestens entfernt sein, damit erkannt werden kann, dass ein Ubertra-
gungsfehler aufgetreten ist. Es darf nicht passieren, dass Ubertragungsfehler dazu fiihren, dass ein anderes
sinnvolles Wort tibermittelt wird.

Abbildung 2: Ubungsaufgabe zum Verstandnis und Transfer der Inhalte aus dem Exkurs tiber
Kodierungstheorie

5 Fazit

Unsere Erfahrungen mit der Umsetzung der Exkursinhalte waren durchweg positiv. Durch
die enge Verflechtung mit den fachlichen Inhalten nahmen die Exkurse zeitlich nicht zu viel
Raum in der Vorlesung ein. Das Interesse und die Aufmerksamkeit der Studierenden waren
wdhrend der Exkurse gefiihlt héher als in den Veranstaltungen zu den Fachinhalten. Es ist
allerdings anzumerken, dass das Interesse am Exkurs zum Hamming-Abstand deutlich hé-
her war als am historischen Exkurs. Wir vermuten, dass dies daran lag, dass es uns besser
gelungen ist, diesen Exkurs in den Ubungsbetrieb und die Leistungskontrolle zu integrie-
ren. Die Konzeption der Exkurse gemaR des Constructive Alignments scheint somit eine
wichtige Facette zu sein. Was den Umfang der Exkursinhalte angeht, so wiirden wir diesen
in zukiinftigen Veranstaltungen nicht wesentlich dndern, damit die Exkurse nicht spiirbar
zu Lasten der fachlichen Inhalte gehen. Man kénnte lediglich (iberlegen, ob man auch den
historischen Exkurs im Ubungsbetrieb verankert und die Studierenden dabei mit histori-
schen Quellen arbeiten I&sst.
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Eine seriése Untersuchung, ob die Exkursinhalte zum Verstandnis des Wesens und der
Rolle der Mathematik signifikant beitrugen, ist im Rahmen einer einzelnen Veranstaltung
leider nicht méglich. In einer am Ende des Semesters durchgefiihrten Evaluation gaben je-
doch 57% der befragten Studierenden™ an, dass die Vorlesung im Vergleich zu anderen
Fachmathematik-Veranstaltungen besser geeignet war, Einblicke in das Wesen moderner
Hochschulmathematik zu erhalten. 36% sahen in diesem Punkt keinen Unterschied zu an-
deren Veranstaltungen und 7% empfanden die Veranstaltung als weniger gut geeignet.
Ahnlich verhielt es sich mit der Eignung ,,die Bedeutung der Mathematik in unserer tech-
nologisierten Gesellschaft® zu vermitteln (55% besser geeignet, 39% gleich, 6% schlechter).

® Die Daten sind ein Auszug aus einer Evaluation der Vorlesung. Diese wurde mittels eines
Fragebogens anonym wahrend der Vorlesung am Ende des Semesters durchgefiihrt. Insegsamt
67 Studierende nahmen daran teil. Die folgenden Aussagen beziehen sich auf die folgenden
beiden Fragen, die im Wortlaut lauten:

»Wie gut war die diesjahrige Vorlesung ,Grundlagen der Geometrie’ im Vergleich zu anderen

Fachmathematik Vorlesungen (Lineare Algebra, EmDA, Analysis, Grundlagen der Geometrie in

den vorherigen Jahren...) dazu geeignet:

* ... Einen Einblick in das Wesen moderne Hochschulmathematik zu erhalten?

* ... Zu vermitteln welche Bedeutung moderne Mathematik in unsere technologisierten
Gesellschaft hat?*

Als Antwortmdoglichkeit war eine Likert-Skala mit den folgenden Optionen gegeben: deutlich
besser geeignet - etwas besser geeignet - weder noch - eher schlechter geeignet -- deutlich
schlechter geeignet.
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Aufgabe 7 (6 + 3 + 3 = 12 Punkte)

Forscher haben festgestellt, dass die Bewohner des Sauerlandes bei den meisten Unterhaltungen mit drei
Wortern auskommen. Dies sind ,Mhhh.”, ,Woll.“ und ,Bier.”. Damit ist das sauerlinder Alphabet definiert
durch § := {Mhhh., Woll., Bier. }

Ein bekannter Deutscher Mobilfunkanbieter will nun mit dem so genannten SAUERPHONE ein Mobilfunkgerit
entwickeln, dass das auf das versenden von Nachrichten im Sauerland optimiert ist. Es soll drei Tasten

enthalten, die wie folgt nebeneinander angeordnet sind:

[V ] — [Woll ] — [Bie]

Um eine Autokorrekturfunktion realisieren zu kinnen muss zunichst ein sinnvoller Abstandsbegriff auf
Nachrichten bestehend aus Elementen aus S definiert werden. Dieser soll ein Mag fiir Tippfehler sein. Tipp-
fehler zwischen und sollen dabei doppelt so schwerwiegend sein, wie Tippfehler zwischen
benachbarten Tasten.

a) Geben Sie zuniichst eine Metrik dg : § x & — R an, die einen Abstandsbegriff fiir die drei Elemente von
S entsprechende der Situationsbeschreibung liefert und weisen Sie die Metrikeigenschaften nach.

Hinweis: Bei der A-Ungleichung brauchen Sie nur den Fall zu beweisen, dass alle drei Elemente paarweise verschieden
sind

b) Sei n € N. Definieren Sie nun basierend auf dg eine Metrik d : S" x §" — R, mit der man den Abstand
zwischen zwei Nachrichten bestehend aus n sauerlinder Wortern bestimmen kann. Rechnen Sie bei den

Metrikeigenschaften nur die Dreiecksungleichung (M3) nach.
¢) Fir n = 3 sind im SauerpuDEN die folgenden drei sinnvollen sauerlinder Aussagen bestehend aus drei

sauerlinder Wortern beschrieben:
{(Mhhh., Mhhh., Mhhh.),

(Bier., Bier., Bier.),

(Mhh., Bier., Woll.)}

Wie viele Tippfehler konnen in diesem Fall bei einer Nachricht bestehend aus drei sauerlinder Wortern

korrigiert werden? Geben Sie eine kurze Begriindung fiir Thre Antwort an

Abbildung 3: Klausuraufgabe, die an die Exkursinhalte ankniipft

In zukiinftigen Veranstaltungen wiirden wir das Konzept der Exkursinhalte auch auf
andere Vorlesungen ausweiten. lhre Relevanz scheint uns hierbei nicht auf die Lehramts-
veranstaltungen beschrankt zu sein, die anvisierten Lernziele scheinen uns vielmehr auch
fur Studenten der Mathematik sehr relevant zu sein. Wir hoffen, dass die in dieser Arbeit
beschriebenen Uberlegungen eine Grundlage fiir die Konzeption weitere Exkursinhalte in
anderen Vorlesungskontexten bilden kann.
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